Phan VI.
Cac thuat toan trén do thi

Trén thuc té c6 nhiéu bai todn lién quan t&i mot tip cac déi twong
va nhitng moi lién hé gitra chung, doi hoi todn hoc phai dat ra mot
mo hinh biéu dién mét cach chit ché va téng quat bing ngdn ngir
ky hiéu, d6 1a do thi: mdt mo hinh to4n hoc gom cac dinh biéu dién

cac ddi twong va cac canh biéu dién mdi quan hé gitra cac d6i twong.

Leonhard Euler
1707-1783

Nhitng y twdng co ban cua dé thi dwoc dwa ra tir thé ky thi XVIII
b&i nha toan hoc Thuy Si Leonhard Euler. Nam 1736, 6ng da dung mo hinh d6 thi
dé giai bai todn vé bay ciy cau Konigsberg (Seven Bridges of Konigsberg). Bai toan
nay cung v&i bai todn ma di tuin (Knight Tour) dworc coi la nhirng bai todn dau tién
cda ly thuyét dé thi.

R4t nhiéu bai toan cua ly thuyét do thi da tré thanh noi tiéng va thu hat dwgc sw
quan tAm 1&n ctia cdng dong nghién ctru. Vi du bai todn bén mau, bai toan dang ciu
d6 thi, bai toan nguwoi du lich, bai toan nguwoi dwa thw Trung Hoa, bai toan dwong
di ngdn nhAt, lubng cwc dai trén mang v.v... Trong pham vi chuyén dé nay, chiing
ta sé xem xét ly thuyét d6 thi duwéi géc dd ngwoi 1ap trinh, tic 1a khao sat nhirng
thuét toan xtr ly d6 thi va mot s6 &rng dung ctia ching.
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22.1. D6 thi
D6 thi 1a mo hinh biéu dién mot tip cac ddi twong va mdi quan hé hai ngdi gitra cac
déi twong:

Graph = Objects + Connections

G=(,E)

C6 thé dinh nghia d6 thi Glamoét cap (V,E): G = (V,E). Trong d6 V 1a tip cic dinh
(vertices) biéu dién cac déi twong va E goi 1a tAp cic canh (edges) bi€u dién mdi
quan hé gitra cic d6i twong. Chlng ta quan tAm t&i méi quan hé hai ngbi (pairwise
relations) gitra cac doi twong nén c6 thé coi E 1a tip cac cap (u, v) véiu va v 1a hai
dinh ctia V biéu dién hai ddi twong c6 quan hé véi nhau.
Ta cho phép d6 thi c6 ca canh ndi tir mét dinh t&i chinh né. Nhirng canh nhw vay
goi la khuyén (self-loop)
M6t s6 hinh dnh cua do thi:

\.e

L _ .

ot s . P s
So do giao théng C4u truc phin ti Mang may tinh

Hinh 22-1. M6t s6 hinh &nh cta do6 thi

C6 thé phan loai d6 thi G = (V, E) theo dac tinh va sé lwong cia tip cac canh E:

# G dwoc goila do thivé hwéng (undirected graph) néu cac canh trong E 1a khong
dinh hwéng, tirc 1a canh ndi hai dinh u, v € V bat ky ciing la canh no6i hai dinh
v,u. Hay noéi cach khéc, tp E gbm cac cap (u, v) khong tinh thi tw: (u,v) =
(v,u).

#* G dwoc goi la do thi cé hwéng (directed graph) néu cac canh trong E 1a c¢é dinh
hwéng, tirc 1a c6 thé c6 canh ndi tir dinh u téi dinh v nhung chwa chic da co
canh néi tir dinh v t&i dinh u. Hay noi cach khac, tip E gbm cac cdp (u, v) cé
tinh th tw: (u, v) # (v, u). Trong do6 thi c6 hwéng, cac canh con dwoc goi la cac
cung (arcs). D6i véi mot s6 bai toan, dé thi vd hwdng ciing co6 thé coi la do thi
c6 hwéng néu nhuw ta coi canh ndi hai dinh u, v batky twong dwong véi hai cung
(u,v) va (v,u).

# G dwoc goila don do thi néu gitra hai dinh u, v € V c6 nhiéu nhitla 1 canh trong

E noi tir u tdi v.
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#* G dwoc goi la da do thi (multigraph) néu gitra hai dinh u, v € V ¢6 thé cé nhiéu

hon 1 canh trong E néi tir u téi v (Hién nhién don d6 thi cling 1a da d6 thi). Néu
c6 nhiéu canh néi gitra hai dinh u, v € V thi nhitng canh dé dwoc goi la canh
song song (parallel edges)

Hinh 22-2 1a vi du vé don d6 thi/da d6 thi c6 hwéng/vé huéng.

BPYY

V6 huéng C6 huéng V6 huéng Co6 huéng

- g - g
~— ~—

Don d6 thi Pa do thi
Hinh 22-2. Phan loai do thi
22.2. Cac khai niém
22.2.1. Canh lién thudc, dinh ké, bac

bo6i véi do6 thi vo hwong G = (V, E). Xét mot canh e € E, néu e = (u, v) thi ta noi

hai dinh u va v 1a ké nhau (adjacent) va canh e nay lién thudc (incident) v&i dinh u

va dinh v.
Vé&i mot dinh u trong do thi vo hwdng, ta dinh nghia bdc (degree) ctia u, ky hiéu
deg(u), 1a s6 canh lién thudc voi u.
Pinh Iy 22-1
Trén d6 thi vdo hwdng khong c6 khuyén, tdng bac clia tit cd cac dinh bang hai IAn
sO canh:

G=(,E)= z deg(u) = 2|E| (22.1)

vuev

Chitrng minh
Vi d6 thi khong c6 khuyén, khi 14y t6ng tat ca cac bac dinh thi méi canh e = (u, v)
sé dwoc tinh mot lan trong deg(u) va mét lan trong deg(v). Tl d6 suy ra két qua.
Dinh Iy cling c6 thé mé rong ra trong trwomg hop do thi cé khuyén, don gidn 1a mbi
khuyén (u, u) coi nhw dworc tinh hai lan trong deg(uw).
Hé quad

Trong dd thi vd hwéng, s6 dinh bac 1é 12 s6 chan.

g .
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Doi véi d6 thi cé huwdng G = (V,E). Xétmotcung e € E,néue = (u,v) thitandiu
ndi téi v va v néi tir u, cung e 1a di ra khéi dinh u va di vao dinh v. Pinh u khi d6
dwogc goi la dinh diu, dinh v dwoc goi la dinh cubi ctia cung e.

V&i moi dinh v trong do thi c6 hwdng, ta dinh nghia: Bdc ra (out-degree) cia v ky
hiéu deg* (v) 1a s6 cung di ra khoi né; Bdc vao (in-degree) ky hiéu deg™(v) 1a sé
cung di vao dinh do.

Pinh Iy 22-2

Trén do thi c6 hwdng, tong bac ra cla tit ca cac dinh bang tdng bac vao cla tit ca
cac dinh va bang sé cung:

G=W.F)= ) deg"@ = ) deg(w)=IF| (222)
VYuev VYuev
Chitng minh
Khi 14y tong tit ca cac ban bac ra hay ban bac vao, mdi cung (u, v) sé dwoc tinh
ding métl1an trong deg* (u) va cling dwoc tinh ding mot lan trong deg™ (v). Twr d6
suy ra két qua.
Chu y rang dinh ly ding ngay ca khi dd thi c6 khuyén, tirc 1 c6 cung ndi tlr mot
dinh dén chinh né. Khuyén (u, u) khi d6 dwoc tinh mot lan trong deg™ (u) va ciing
dwoc tinh mot 14n trong deg™ (w).
22.2.2. Pwong di va chu trinh
Puong di (walk) trén do thi 1a mot cach di chuyén giira hai dinh qua moét s6 hiru
han cac canh. Cu thé 1a mot day cac dinh:
P = (po, Py, > Pi)
sao cho (p;_,p;) €EE,Vi:1 <i<k.
Mac du nguoi ta thuwong ky hiéu dwong di béi day cac dinh (theo dung thi tw trén
duwong di), ta cAn hiéu rang dwong di dwoc xac dinh bang ca day cac dinh va day
cac canh trén dwong di d6. Piéu nay dam bao tinh chinh xac cia dinh nghia dwong
di trén da do thi.
Xét mot dwong di P = (py, py, ..., Pr.), dwong di nay xuit phat tir dinh p,, qua canh
(po, p1) sang dinh p,, qua ti€p canh (p;, p,) sang dinh p,,...,, cudi cung qua canh
(Pr—1, Px) sang dinh p. Ta néi p, dén dwoc (reachable) tix p, hay p, dén dwgc py,
ky hiéu p, ~ pi. Pinh p, dwoc goi la dinh dau, dinh p; goi la dinh cudi, con cac
dinh py, py, ..., Prk—1 dwoc goi la nhitng dinh trong (internal vertices) cia duwdng di
P.Dbuwong di cé dinh dau trung véi dinh cubi dwoc goi la mot chu trinh (closed walk).
Mot dwong di goi la don gidn hay dwong di don (simple walk/path) néu tat ca cac
dinh trén dwong di la hoan toan phan biét (di nhién khi d6 cac canh trén dwong di
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cling hoan toan phan biét). Mot chu trinh dwoc goi la chu trinh don (cycle) néu tip

dinh dau (ciing la dinh cu6i) va cac dinh trong hoan toan phan biét".

Puwong di Puwdng di don
(A,B,C,E,F)

Chu trinh Chu trinh don
(A,D,E,C,B,E,A) (A,B,E,D,A)

Hinh 22-3. Pudng di va chu trinh

Hinh 22-3 1a vi du vé moét s6 dwong di va chu trinh trén mot do thi vé hwdéng (miii
tén trong hinh la chi hwéng di, con canh ctia d6 thi la vd hwéng). Trong vi du nay,
(A,B,E,C,B,E,F)la mot dwong di tir A téi F, nhwng day khong phai la dwong di
don do noé di quadinh B va E hailan, (4, B, C,E, F) lamot dwong di dontir A téi F.
(A,D,E,C,B,E, A) 1amoét chu trinh bat dau va két thic & 4, n6 khong phai chu trinh
don vi ¢ dinh trong E di qua hai lan. Cha y rang (4, B, A) cling khéng phai chu
trinh don, du dinh dau A va dinh trong B 1a phan biét, nhwng c6 canh (4, B) bi lap
lai. (E,A, D, E, C,B,E) cling khong phai chu trinh don, du cac canh va cac dinh
trong {4, D, E, C, B} hoan toan phan biét, b&i né ¢6 dinh trong E trung véi dinh dau
(cting 1a dinh cudi) chu trinh. Vi du vé chu trinh don trong do6 thi nay c6 thé 1a
(A,B,E,D,A) hoac(B,C,E,B).

22.2.3. Mot s khai niém khac

3% Pang ciu

Hai do thiG = (V,E)vaG' = (V',E") dwoc goi la dang cdu (isomorphic) néu ton
tai mot song anh f:V — V' sao cho s cung ndi u v&i v trén E bang sd cung ndi
f(uw) véi f(v) trén E'. N6i cach khéc, ta c6 thé “dat tén” lai cac dinh trong G dé thu
dwoc d6 thi G’ (Hinh 22-4).

* Nhitng dinh nghia vé thuat ngit nay khong théng nhat trong cac tai liéu vé thuat to4n, méi tac gia
thwong dwa ra dinh nghia ciia minh va dung xuyén suét trong tai liéu ctia ho ma thoi.
N
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f:{4,B,C,D,E} — {0,1,2,3,4}
A— 2
B— 4
C—3
Dw— 0
E—1

Hinh 22-4. Ding ciu

# Pong phoi
Véi d6 thi G = (V,E), va (u, v) 1a mét canh € E, phép chia canh (u, v) l1a thao tac
b6 sung thém mot dinh w ndm trén canh (u, v) dé tch no ra thanh hai canh (u, w)
va (w, v). Sau phép chia canh, ta thu dwgc d6 thi méi G; = (V;, E,) trong dé:

Ve =V u{w}

Es =E—{(wv)}u{(ww) (wv)}
Hai d6 thi G = (V,E) va G' = (V',E") dwoc goi la dong phdi (Homeomorphism)
néu nhu ton tai mét diy cac phép chia canh trén G va G’ dé bién ching thanh hai
do thi dang ciu (Hinh 22-5).

g%

Hinh 22-5. béng phoi

3% DO thi con

b6 thi ¢’ = (V',E") 1a do6 thi con (subgraph) ctia d6 thiG = (V,E) néuV' €V va
E'CE.

Do thi con Gy = (U, Ey) dworc goi la do thi con cdm ttng (induced graph) tir @6 thi
G b&itap U € V néu:

Ey ={(w,v) EE:u,v € U}
trong trueong hop nay ching ta con néi Gy 1a d6 thi G han ché trén U.
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Hinh 22-6. D6 thi con cdm (ng

% Phién ban c6 hwéng/vo hwéong

V&i mot do thi vé hwéng G = (V, E), ta goi phién bdn cé hwéng (directed version)
clia G 1a mot dd thi c6 hwéng G’ = (V, E") tao thanh tir G bing cach thay mdi canh
(u, v) bang hai cung c6 hwéng ngwoc chiéu nhau: (u, v) va (v, u).

V&imot do thi cé huwdng G = (V, E), ta goi phién bdn vé hwéng (undirected version)
clia G 1a mot do thi vo hwong G’ = (V, E") tao thanh bang cach thay moi cung (u, v)
bang canh v hwdng (u, v). N6i cach khac, G’ tao thanh tir G bang cach bo di chiéu
cda cung.

% Tinh lién thong

Mot d6 thi vo hwdng goi la lién théng (connected) néu gitra hai dinh bit ky cia do
thi c6 ton tai dwong di. P6i véi do thi c6 hwdng, co hai khai niém lién thong tuy
theo ching ta c6 quan tAm téi hwéng cua cac cung hay khong. Do thi cé hudng goi
la lién théng manh (strongly connected) néu giira hai dinh bat ky cda d6 thi c6 ton
tai dwong di. P6 thi c6 hwéng goi 1a lién théng yéu (weakly connected) néu phién
ban v6 hwéng cua no la do thi lién thong.

% Do thi day da

Mot d6 thi vé hwéng dwoc goi la ddy di (complete) néu moi cap dinh déu la ké
nhau, do6 thi day di gbm n dinh ky hiéu la K,,. Hinh 22-7 1a vi du vé cac do6 thi K3,
K, vaKs.

K, K, Ks
Hinh 22-7. Db thi day du

| )
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# DO thi hai phia

Mot d6 thi vé hwdng goi 1a hai phia (bipartite) néu tap dinh cda né c6 thé chia lam
hai tip roi nhau X, Y sao cho khong toén tai canh néi hai dinh thudc X cling nhw
khong ton tai canh noi hai dinh thudcY. Néu |X| = mva |Y| = n va gitta moi cip
dinh (x,y) trong d6 x € X,y € Y déu c6 canh n6i thi d6 thi hai phia d6 dwoc goi la
db thi hai phia dy dd, ky hiéu K,, ,. Hinh 22-8 13 vi du vé db thi hai phia dy du
Ky .

Hinh 22-8. D6 thi hai phia day du
#% Do thi phang

Mot do thi dwoc goi 1a do thi phang (planar graph) néu ching ta c6 thé vé do thira

trén mat phang sao cho:

## Mobi dinh twong &ng véi mot diém trén mit phing, khong co hai dinh ciing toa
do.

## MOoi canh twong &ng véi mot doan dwong lién tuc ndi hai dinh, cdc diém nam
trén hai canh bat ky 1a khong giao nhau ngoai trir cac diém dau mut (twong &ng
v&i cac dinh)

Phép vé do thi phang nhu vay goi 1a biéu dién phang ctia do thi

Vi du nhw d6 thi day du K, 1a do thi phang b&i né c6 thé vé ra trén mit phang nhw

Hinh 22-9

Hinh 22-9. Hai c4ch biéu dién phing ctia d6 thi day du K,
Dinh ly 22-3 (Pinh ly Kuratowski)

Mot d6 thi vo hwdng 1a do thi phang néu va chi néu n6 khong chira do thi con dong
ph61 véi K3‘3 hOéjC Ks.

| TI
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Dinh ly 22-4 (Cong thirc Euler)

Néu mot do thi vo hwdng lién thong 12 do thi phdng va biéu dién phing ctia do thi
do6 gdbm v dinh va e canh chia mat phing thanh f phanthiv —e + f = 2.

Pinh Iy 22-5

Né&u don do thi vé hwéng G = (V,E) 1a do thi phang c6 it nhit 3 dinh thi |E| <
3|V| — 6. Ngoai ra néu G khong c6 chu trinh d6 dai 3 thi |E| < 2|V| — 4.

Dinh 1y 22-5 chirarang s canh cia don d6 thi phangla mot dailwong |E| = O(|V])
diéu nay rat hitu ich do6i v&i nhiéu thuit toan trén do thi thwa (c6 it canh).

# DO thi dwong

T dd thi vo hudng G, ta xay dung do thi vo huwéng G’ nhw sau: Moi dinh cta G’
twong ing véi mét canh cia G, gitra hai dinh x,y cia G’ ¢6 canh n6i néu va chi néu
ton tai dinh lién thudc v&i cd hai canh x, y trén G. D6 thi G’ nhw viy dwoc goi la do
thi dwong ctia d6 thi G. D6 thi dwong dwoc nghién ciru trong cic bai todn kiém tra
tinh lién thong, tap doc 1ap cuwc dai, td mau canh d6 thi, chu trinh Euler va chu trinh
Hamilton v.v...

L o I ol
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Khi 14p trinh giai cac bai todn dwgc mo hinh hoa bang do thi, viéc dAu tién can lam
tim c4u tric dit liéu dé biéu dién db thi sao cho viéc gidi quyét bai toan dwoc thuan
tién nhat.

Co rat nhiéu phwong phép biéu dién do thi, trong bai nay ching ta sé khao sat mot
s6 phwong phap phé bién nhat. Tinh hiéu qua cia tirng phwong phap biéu dién sé
dwgc chiro hon trong tirng thuét toan cu thé.

23.1. Ma tran ké

Véi G = (V, E) la mot don d6 thi c6 hwdng trong do6 |V| = n, ta c6 thé danh so cac
dinh tir 0 t&i n — 1 va dong nhat mdi dinh v&i s6 thi tw ciia nd. Bang cach danh sé
nhw vay, d6 thi G c6 thé biéu dién bang ma tran vudng A = {aif}nxn vGi cac hang
va cac cot danh so tir 0 téi n — 1. Trong do:

o {1,né’u (i,j) €E

Y= 10,néu (i,j) ¢ E

(Ciing c6 thé dung hai gia tri kiéu bool: true/false thay cho hai gia tri 0/1)
V&i Vi, gia tri ciia cac phan t trén dwong chéo chinh ma tran A: {a;;} c6 thé dat
tuy theo muc dich cu thé, chiang han dit bang 0. Ma tran A xay dwng nhw vay dwoc
goi 12 ma trdn ké (adjacency matrix) ctia do thi G. Viéc biéu dién do thi vd huéng
duoc quy ve viéc biéu dién phién ban c6 hwéng twong tng: thay mdi canh (i, j) boi
hai cung ngwoc hwéng nhau: (i, j) va (j, i).
D&i véi da do thi thi viéc biéu dién cling twong tw trén, chi c6 diéu néu nhw (i, j) 1a
cung thi a;; 1a s6 canh noi gitra dinh i va dinh .

B ow N ko

Hinh 23-1. Ma tran ké biéu dién db thi
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Ma trin ké c6 mot so tinh chit:

& Da6i vdi d6 thi vo hwdng G, thi ma tran ké twong (ng 1a ma tran doi ximg, A =
A" (Vi,j:a;; = a;;), diéu nay khéng diing véi d6 thi c6 hudng.

#* Néu G 12 d6 thi vd hwdéng va A 1a ma tran ké twong (rng thi trén ma trin 4, tong
cac s6 trén hang i bang téng cac sd trén cOt i va bang bac cta dinh i: deg (i)

#* Néu G la do thi c6 hwdng va A la ma tran ké twong (ng thi trén ma trin 4, téng
cac s6 trén hang i bang bic ra cta dinh i: deg* (i), tdng cac sd trén cOt i bang
bac vao cta dinh i: deg™ (i)

Uu diém ctia ma tran ké:

#* Don gian, truc quan, dé cai dit trén may tinh

#t D€ ki€ém tra xem hai dinh (u, v) cha @6 thi c6 ké nhau hay khong, ta chi viéc
kiém tra bang mot phép so sanh: a,,, # 0

Nhwoc diém cia ma tran ké

## B4t ké s canh cta db thi la nhiéu hay it, ma tran ké ludn ludn doi hdi n? 6 nhé
dé lwu cac phan tir ma tran, diéu dé giy lang phi b6 nhé.

#* MOt s6 bai toan yéu ciu thao tac liét ké tit ca cac dinh v ké véi mot dinh u cho
trwdre. Trén ma tran ké viéc nay dwoc thuce hién bang cach xét tit ca cac dinh v
vakiém tra diéu kién a,,, # 0. Nhw viy, ngay ca khi dinh u la dinh cé Idp (khong
ké v&i dinh nao) hodc dinh treo (chi ké véi 1 dinh) ta cling budc phai xét tit ca
cac dinh v va kiém tra gia tri twong &ng a,,,.

23.2. Danh sach canh

Véi do thi G = (V, E) c6 n dinh, m canh, ta c6 thé liét ké tat ca cac canh cta do thi
trong mot danh sach, mdi phan tir ctia danh sach 1a mat cdp (x,y) twong ng voi
mot canh cta E, trong treong hop do thi c6 hwéng thi mdi cip (x,y) twong tng
v&i mot cung, x 1a dinh dAu va y 1a dinh cudi cia cung. Cach biéu dién nay goi 1a
danh sdch canh (edge list).

C6 nhiéu cach xy dung cu tric dit liéu dé biéu dién danh sach, nhwng phé bién
nhit la dung mang hoac danh sach méc néi.

| ommn el
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|j‘> (0,1)100,2) 1 (1,2)|(1,3)|(1,4)|(24)|(B4)

Hinh 23-2. Danh sach canh

Uu diém cta danh sach canh:

#* Trong trudng hop d6 thi thwa (cd s6 canh twong d6i nhd), cach biéu dién bang
danh sach canh sé tiét kiém dwoc khong gian lwu trit, b&i né chi cin O(m) 6
nhé dé€ lwu danh sach canh.

#* Trong mot s6 trweong hop, ta phai xét tit ca cic canh ctia do thi thi cai dit trén
danh sach canh 1am cho viéc duyét cic canh dé dang hon (Chang han nhw thuat
toan Kruskal).

Nhwoc diém cia danh sach canh:

# Nhuwoc diém co ban ctia danh sach canh 1a khi ta cAn duyét tat ca cac dinh ké
v&i dinh v ndo do cua do thi, thi chang c6 cadch nao khac 1a phai duyét tt ca cac
canh, loc ra nhitng canh c6 chira dinh v va xét dinh con lai.

# Viéckiém tra hai dinh u, v c6 k& nhau hay khong cting bt budc phai duyét danh
sach canh, diéu d6 kha ton thoi gian trong trieong hop doé thi day (nhiéu canh).

23.3. Danh sach ké

D€ khic phuc nhwoc diém cta cdc phwong phap ma tran ké va danh sach canh,
ngudi ta dé xuit phwong phap biéu dién d6 thi bang danh sdch ké (adjacency list).
Trong cach biéu dién nay, véi mdi dinh u ctia do thi vd hwéng, ta cho twong tng
v&i né mot danh sach adj[u] gbm cac dinh ké véi u (Hinh 23-4).

adj[0]: (1,2)
adj[1]: (0,2,3,4)
adj[2]: (0,1,4)
adj[3]: (1,4)
adj[4]: (1,2,3)

Hinh 23-3. Danh sach ké
V&i d6 thi co hwong G = (V, E). C6 hai cach cai dat danh sach ké pho bién:

| TI
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## Forward Star: V&i mdi dinh u, Ivu trit mot danh sach adj*[u] chita cac dinh
néi tr u: adjtlu] = {v: (w,v) € E}.

#* Reverse Star: V&i moi dinh v, lwu trit mot danh sach adj ~[v] chita cic dinh néi
toiv: adj~[v] = {u: (u,v) € E}

Reverse Star:

adj*[0): (1,2) ZEZ:FH ((Do)
QZL adj[2]: (0,1)
ad* adj[3]: (1)
it adj[4]: (1,2,3)

Hinh 23-4. Danh sach ké forward star va reverse star

Tuy theo tirng bai todn, ching ta sé chon ciu tric Forward Star hodc Reverse Star
dé biéu dién dd thi. C6 nhitng bai todn yéu cau phai biéu dién do thi bang ca hai
ciu truc Forward Star va Reverse Star.

B4t ctt c4u tric dit liéu nao c6 kha ndng biéu dién danh sach (mang, danh sdch méc
ndi, cay...) déu co thé sir dung dé biéu dién danh sach ké, nhung mang va danh sach
moc néi dwoc str dung ph6 bién nhit. Chang han trong C++, ta c6 thé dung vector,
list, set, ... d€ biéu dién mdi danh sach adj[. ].

Uu diém clia danh sich ké: Danh sach ké cho phép dé dang duyét tit ca cac dinh
ké v&i mot dinh u cho trudec.

Nhwoc diém ctia danh sach ké: Danh sach ké yéu hon ma trin ké & viéc kiém tra
(u, v) c6 phai 1a canh hay khong, béi trong cach biéu dién nay ta sé phai viéc phai
duyét toan bd danh sach ké ctia u hay danh sach ké cda v.

23.4. Danh sach lién thudc

Danh sach lién thudc (incidence lists) la mot mé rong ctia danh sach ké. Néu nhw
trong biéu dién danh sach k&, moi dinh dwoc cho twong trng véi mot danh sach cac
dinh ke thi trong biéu dién danh sach lién thudc, méi dinh dwgc cho twong ing véi
mot danh sach cac canh lién thudc. Chinh vi vay, nhirng ki thuat cai dat danh sach
ké c6 thé stra d6i mot chut dé cai dat danh sach lién thudc.

23.5. Chuyén ddi giira cac cach biéu dién do thi

C6 mot so6 thuit toan ma tinh hiéu qua ctia né phu thudc rit nhiéu vao cach thirc
biéu dién do thi, do d6 khi bt tay vao gidi quyét mot bai toan do thi, chung ta phai
tim c4u truc dir liéu phu hop dé biéu dién do thi sao cho hop ly nhat. Néu db thi
dAau vao dwoc cho b&i mot cach biéu dién bat hop 1y, chiing ta cAn chuyén déi cach
biéu dién khac dé thuin tién trong viéc trién khai thuat toan.

L |
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V&i cac 16p mau clia C++ biéu dién c4u tric dir liéu mang dong, danh sdch maéc néi,
tap hop, viéc chuyén dai gitra cac cach biéu dién do thi kha dé dang, ta sé trinh bay
chung trong chwong trinh cai dat cac thuit toan. Cling c6 mét sé thuit toan khong
phu thudc nhiéu vao cach biéu dién do thi, trong treong hop nay ta sé chon ciu
tric dir liéu dé cai dit nhat dé viéc doc hiéu thuat todn/chwong trinh dwoc thuin
tién hon.

Trong nhitng chwong trinh mo6 ta thuét toan ctia phan nay, néu khéng c6 ghi chu
thém, ta gia thiét rang cac d6 thi dwoc cho c6 n dinh va m canh. Cac dinh dwoc danh
s6 tir 0 téi n — 1 va cac canh danh sé tir 0 t&i m — 1. Cac dinh ciing nhw cac canh
dwoc dong nhit véi s6 hiéu cia ching.

Bai tap 23-1
Cho mdt do thi c6 hwéng n dinh, m canh dwoc biéu dién bang danh sach kg, trong
d6 mdi dinh u s& dwoc cho twong tng véi mot danh sach cac dinh néi tir u. Cho
mot dinh v, hdy tim thuat toan tinh ban bac ra va ban bac vao cua v. Xac dinh do
phitc tap tinh toan ctia thuat toan
Bai tap 23-2
Do thi chuyén vi cia d6 thi c6 hwongG = (V,E) 12 do thi GT = (V,ET), trong do:

ET = {(u,v): (v,u) € E}
Hay tim thuat toan xiy dung GT tir G trong hai trwomg hop: G va GT duoc biéu
dién bing ma tran ké&; G va GT dwoc biéu dién bing danh sach ke.
Bai tap 23-3
Cho da d6 thi vé huéng G = (V, E) dwoc biéu dién bang danh sich ké, hiay tim
thuat toan O(|V| + |E|) d€ xay dung don d6 thi G’ = (V,E’) va biéu dién G’ bang
danh sach kg, biét rang do thi G’ gdm t4t ca cac dinh cua d6 thi G va cac canh song
song trén G dwoc thay thé bang duy nhit mot canh trong G'.
Bai tap 23-4
Cho da dd thi G dwgc biéu dién béing ma tran ké 4 = {a;;} trong d6 a;; 12 s6 canh
ndi tir dinh i t&i dinh j. Hiy chitng minh rdng néu B = A* thi b;; 12 s6 dwong di ti
dinh i t&¢i dinh j qua dung k canh.
Goi y: St dung chirng minh quy nap.
Bai tap 23-5
Cho don d6 thi G = (V, E), ta goi binh phwong ciia mot dé thi G 1a don do6 thi

G? = (V,E?)

If"" --T. '
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sao cho (u,v) € E? néu va chi néu ton tai mot dinh w € V sao cho (u, w) va (w, v)

déu thudc E.

Hay tim thuat toan O(|V|3) dé€ xay dung G? tir G trong truwdng hop ca G va G?
duwoc biéu dién bang ma tran kg, tim thuat toan O(|E||V]| + |V|?) dé xay dung G?
tlr G trong trweong hop ca G va G? dwoc biéu dién bang danh sach ke.
Bai tap 23-6
Xay dung c4u tric dir liéu dé biéu dién don dd thi vd huéng va cac thao tac:
#+ Liétké cic dinh ké v&i mot dinh u cho trudc trong thoi gian 0(deg(u))
#* Kiém tra hai dinh c6é ké nhau hay khong trong thoi gian 0(1)
#* Loai b6 mét canh trong thoi gian 0(1)
# B& sung mot canh (u, v) néu né chwa cé trong thoi gian 0(1)
Bai tap 23-7
V&ido thi G = (V, E) dwoc biéu dién bang ma tran k&, da s6 cac thuat todn trén do
thi s& c6 dd phirc tap tinh todn Q(|V|?), tuy nhién khong phai khong c6 ngoai 1&.
Chang han bai toan tim “bon chtra” (universal sink) trong d6 thi: bon chita trong dd
thi c6 hwdng 1a mot dinh ndi tir tit cd cac dinh khac va khong cé cung di ra. Hay
tim thuit toan O(|V]) dé xac dinh sw ton tai va chi ra bon chia trong dé thi c6
huwéng.
Bai tap 23-8
Xét do thi vo hwéng G = (V,E) véi cac dinh danh sé tir 0 téi n — 1 va cac canh
danh s6 tr 0 téi m — 1. Xay dwng Ma trdn lién thudc (incidence matrix) B =
{bij}nxm trong do:

b — {1, néu cung j lién thudc véi dinh i

Y (0, trong trweong hop nguoc lai

Xét ma tran A = B.BT = {q; j}m, chitng minh rang néu d6 thi khéng cé khuyén
thi:
% Vi # j, a;; 1a s6 canh ndi gitra dinh i va dinh j trén G
# Vi, a;; 1a bic cia dinh i
N6i cach khac, B. BT 1a ma tran ké cta G, cac phan tit trén dudng chéo chinh twong
rng v&i bac dinh.
Bai tap 23-9
Xét do thi vo hwdng G = (V, E) véi ma tran lién thudc B dinh nghia nhw trong Bai
tap 23-8. Xét dd thi duwdng L(G), trong d6 mbi dinh clia L(G) &ng véi mot canh clia
G. Hai dinh i, j cta L(G) ké nhau néu ton tai mét dinh u ctia G lién thudc véi ca hai
canh i, . Goi A 1a ma trin ké cda dé thi L(G) xac dinh b&i

' Ir--rt .7--7:
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a;; = |[{u € G: ca canh i va canh j lién thudc v&i u}|
Chirng minh rang néu do thi G khong c6 khuyén thi A = BT. B
F_VA’_T g
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Chwong 24. Cac thuit toan tim Kiém trén do thi

24.1. Bai toan tim dwong
Cho d6 thi G = (V,E) vahai dinhs,t € V.
Nhéc lai dinh nghia dwong di: Mot day cac dinh:

P =(s =po,p1, ., Pk = t), (Vi: (pi—1,p;) € E)
dwogc goi la mot dwong di tir s téi t, dwong di nay gobm k + 1 dinh pg, py, ..., px va k
canh (pg, p1), (P1,02), --» (Pk-1, Px)- Pinh s dwoc goi la dinh d4u va dinh t dwoc goi
la dinh cu6i cia dwong di. Néu ton tai mot dwong di tir s téi ¢, ta ndi s dén dwoc t
vat dén dwoctirs:s ~ t.

Q. « B Q@ (2)

Hinh 24-1. Db thi va duong di
Trén ca hai d6 thi & Hinh 24-1, (0,1,2,3) 1a dwong di tir dinh 0 t&i dinh 3. (0,5,4,3)
khong phai dwong di vi khong cé canh (cung) (5,4).

Mot bai toan quan trong trong ly thuyét do thi la bai toan duyét tit ca cac dinh cé

thé dén dwoc tir mét dinh xuat phat nao do. Van dé nay dwa vé mét bai toan liét ké

ma yéu ciu cta né la khong dwoc bd sot hay lap lai bat ky dinh nao. Chinh vi vay

ma ta phai xay dung nhitng thuit toan cho phép duyét mot cach hé thong cac dinh,

nhitng thuit todn nhw vay goi la nhitng thuit todn tim kiém trén do thi (graph

traversal). Ta quan tAm dén hai thuit toan co ban nhit: thuit toan tim kiém theo

chiéu sdu va thujt toan tim kiém theo chiéu rong.

Khudn dang Input/Output quy dinh nhw sau:

Input

#* Dong 1 chitra 4 sé n,m, s, t Ian lwot 13 s6 dinh, s6 cung, dinh xuit phat va dinh
can dén ctia mot dé thi c6 hwéng G (n,m < 10°)

## m dong tié€p theo, moi dong chira hai s6 nguyén u, v cho biét c6 cung (u, v) trén
do thi

Output

# Danh sach cac dinh c6 thé dén duwoc tir s

#* DPuong di tir s téi t néu co
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Sample Input | Sample Output

1012 0 7 Reachable vertices from 0:
0,1,2,4,6,7, 3,5,
The path from @ to 7:
7<-6<-2<1«<-90

COOANUVTWWNNNRERERRFRPOOSO
ONPFRPOUVOOBROWNDN -

24.2. Biéu dién d6 thi

Mic du d6 thi dwgc cho trong input dwéi dang danh sach canh, déi véi nhirng thuét
toan trong bai, cach biéu dién d6 thi hiéu qua nhit 1 stt dung danh sach ké hoac
danh sich lién thudc: Mdi dinh u twong tng véi mot danh sach adj[u] chira cac
dinh noi tir u (danh sach ké dang forward star).

24.3. Thuit toan tim Kiém theo chiéu sau
24.3.1. Y twéng

Tw twdng cla thudt todn tim kiém theo chiéu sdu (Depth-First Search - DFS) c6 thé
trinh bay nhw sau: Trwdc hét, dinhién dinh s dén dwoc tir s, ti€p theo, véi moi cung
(s, x) ctia @6 thi thi x cling s& dén dwoc tir s. V&i moi dinh x d6 thi tAt nhién nhitng
dinh y néi tir x cling dén dwoec tir s... Piéu d6 goi y cho ta viét mot ham dé quy
DFSVisit(u) mo ta viéc duyét tir dinh u bang cach thdm dinh u va tiép tuc quéa trinh
duyét DFSVisit(v) v&i v 1a mot dinh chwa tham noi tir w.

Ky thuit danh diu dwoc st dung dé tranh viéc liét ké 1dp cac dinh: Khéi tao
avail[v] = true,Vv € V, mdi 1an thim mot dinh, ta danh diu dinh dé lai
(avail[v] = false) dé cac budc duyét dé quy ké tiép khong duyét lai dinh dé nira.
Dbé lwu lai dwong di tir dinh xuit phat s, trong ham DFSVisit(u), trwedc khi goi dé
quy DFSVisit(v) v&i v 1a mot dinh chwa tham noi tir u (chwa danh diu), ta lvu lai
vét duwdng di tir u téi v bang cach dat trace[v] = u, tirc1a trace[v] lwulai dinh lién
truedrc v trong dwong di tir s téi v. Khi thuit todn DFS két thic, dwong di tir s téi t

sé la:
(po =t « py = trace[p,] « p, = trace[p;] « - < s)
IT“J//\\'"T: ﬁ
< 266 .> Lé Minh Hoang



Chuwong 24
Cac thuit toan tim ki€m trén do thi

[ —

1 | void DFSVisit(u € V)

2

3 avail[u] = false; //Panh dau availl[u] = false ¢ u da tham

4 Output « u; //liét ké u

5 for (¥v € adj[u]) //duyét moi dinh v noi tir u

6 if (avail[v]) //néu v chua tham

7

8 trace[v] = u; //Lwu vét: dinh lién trudc v trén duong di tir s téi v 1la dinh u
9 DFSVisit(v); //Goi dé quy tim kiém theo chiéu sau tur v
10

1 | }

12

13 | Input » d6 thi G, dinh xudt phat s, dinh can dén t;
14 | for (Yu € V) //Panh dau cac dinh déu chua tham

15 avail[u] = true;

16 | DFSVisit(s);

17 | if (lavail[t]) //Ti s c6 duong toi t

18 «Truy theo vét tir t dé tim dudng di tir s t6i t»;

24.3.2. Cai dit

DFS.cpp 2 Tim dwong bang DFS

1 | #include <iostream>

2 | #include <vector>

3 | using namespace std;

4 | const int maxN = 1le6;

5

6 | int n, m, s, t, trace[maxN];

7 | bool avail[maxN];

8 | vector<int> adj[maxN];

9

10 | void Enter() //Nhap dir 1iéu

1 ] {

12 cin >»> n > m> s > t;

13 while (m-- > @)

14 {

15 int u, v;

16 cin >> u » v; //Poc mdt canh (u, v)
17 adj[u].push_back(v); //bua v vao danh sach ké cla u
18 }

19 | }

20

21 | void DFSVisit(int u) //Thuat toan tim kiém theo chiéu sau bat dau tir u
2 | {

23 avail[u] = false; //banh dau u da tham

24 cout << u<< ", "; //Liét ké u

25 for (int v: adj[u]) //Xét moi dinh v noi tir u

26 if (avail[v]) //Néu v chua tham

27 {

28 trace[v] = u; //Luu vét duong di s> . s u=v

29 DFSVisit(v); //Pé quy tim kiém theo chiéu sdu bat dau tur v

30

31|}

32

— ™
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33 | void PrintPath() //In duong di
34
35 if (avail[t]) //t chua tham: khong c6 duong tir s t6i t
36 cout << "There's no path from " << s << " to " << t << '"\n';
37 else
38 {
39 cout << "The path from " << s << " to " << t << ":\n";
40 for (int u = t; u !='s; u = trace[u]) //Truy vét ngugc tir t vé s
41 cout << u << "< "
42 cout << s << "\n";
43 }
44 | }
45
46 | int main()
47 | {
48 Enter();
49 fill(avail, avail + n, true); //Khdi tao cdc dinh déu chua tham
50 cout << "Reachable vertices from " << s << ":\n";
51 DFSVisit(s); //Thuat toan tim kiém theo chiéu sdu bat dau tir s
52 cout << "\n";
53 PrintPath();
54 | }

Vé ky thuit, c6 thé khong cin mang danh diu avail[0 ...n) ma dung luén mang
trace[0 ...n) dé€ danh dau: Khéi tao cac phan tr mang trace[0 ...n) la:

{trace[s] + -1
trace[v] = —1,Vv # s

Khi d6 diéu kién d& mot dinh v chwa tham 1a trace[v] = —1, méi khi tir dinh u
tham dinh v, phép gan trace[v] = u sé kiém ludn céng viéc danh diu v da tham
(tracelv] # —1).

Chwong trinh cai dit in ra cac dinh dwong di theo thi tw ngwoc (tir t vé s). D€ in
dwong di theo dung thir tw tir s t&i t, ¢ thé siv dung mot so ky thuat don gian:
Cach 1: Lwu duwdng di vao mang va in mang ra theo thit tw nguworc lai.

Cach 2: Viét mot ham dé quy DoTrace(t) dé truy vét:

void DoTrace(int v) //In ra duong di tir s toi v
if (v !=5)
{

DoTrace(trace[v]); //In ra duong di tir s téi trace[v] trudc
cout <« " > ";

cout << v; //Sau do in ra v

LooNOTUVTEAE WN R

}

Céch 3: Thay danh sach ké dang forward star bang danh sach ké dang reverse star
roi thuc hién thuat to4an tim kiém theo chiéu siu bat dau tir ¢, sau d6 truy vét tir s.

. >
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24.3.3. Mot vai tinh chit ctia DFS
% Cay DFS

Néu ta sap xép danh sach ké ctia moi dinh theo thi tw ting dan thi thuit todn DFS
lubn tra vé dwong di c6 thir tw tir dién nho nhat trong so tat ca cac dwong di tir s
toi toi t.

Hinh 24-2. Cay DFS

Quaé trinh tim kiém theo chiéu siu cho ta mét cdy DFS géc s. Quan hé cha-con trén
cdy dwoc dinh nghia la: néu tr dinh u téi tham dinh v ( DFSVisit(u) goi
DFSVisit(v)) thi u la nat cha cta niat v. Hinh 24-2 1a d6 thi véi danh sach ké cta
moi dinh dwoc sdp xép ting dan va ciy DFS twong (ng v&i dinh xuit phats = 0.
Chu y rang c4u tric cta cdy DFS phu thudc vao thit tw trong cac danh sach ké.

% MO hinh duyét do6 thi theo DFS

Trong bai toan nay, thuc ra ta méi chi khdo sat mot wng dung cia thuat toan DFS
dé liét ké cac dinh dén dwogc tir mot dinh s cho trwdc. M6 hinh cai dit diy du cua
thult toan DFS cho phép duyét qua tat ca cac dinh cling nhw tat ca cac canh ctia o
thi:

1 | void DFSVisit(u € V)

2

3 d[u] = Time++; //d[u] = thoi diém u dugc tham, ciing 1a danh diu # -1
4 Output « u; //Tham t6i dinh nao in ra ludn dinh do

5 for (vv € adj[u]) //duyét moi dinh v noi tir u

6 if (d[v] == -1) //néu v chua tham

7 DFSVisit(v); //Goi dé quy tim kiém theo chiéu sau tir v

8 f[u] = Time++; //f[u] = thoi diém u dugc duyét xong

9

10

11 | Input » do thi G;
12 | for (Yu € V) //Khoi tao cac dinh déu chua tham: d[.] = -1

13 d[u] = -1;

14 | Time = 0;

15 | for (Vu € V) //Xét moi dinh chua tham

16 if (d[u] == -1)

17 DFSVisit(u);

hgi Iﬁ_‘f\_ﬁl
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% Thoi gian thwc hién giai thuat

Vé&i moi dinh u thi ham DFSVisit(u) dwoc goi ding 1 1an va trong ham do ta c6 chi

phi xét tat ca cac dinh v néi tir u, cling 1a chi phi quét tat ca cac cung di ra khéi u.

## Né&u do thi duwoc biéu dién bang danh sach ké hoac danh sach lién thudc, moi
cung cta do thi sé bi duyét qua ding 1 1an, trong trweong hop nay, thoi gian
thwc hién giai thuat DFS 1a ©(n + m) bao gbm n 1an goi ham DFSVisit(.) vam
lan duyét qua cung.

#* N&u do thi dwoc biéu dién bang ma tran ke, d€ xét tit ca cac dinh ndi tlr mot
dinh u ta phai quét qua toan b6 tip dinh mat thoi gian ©(n). Trong truedng hop
nay thoi gian thwe hién giai thuat DFS 1a ©(n?).

#* N&u do thi dwoc biéu dién bang danh sach canh, dé xét tit ca cac dinh ndi ti
mot dinh u ta phai quét toan bd danh sach canh méit thoi gian ©(m). Trong
trwong hop nay thoi gian thwe hién giai thuat DFS 1a ©@(n. m).

# Thw tw tham dén va duyét xong

Trong mo hinh duyét do thi bang DFS, hay dé y ham DFSVisit(u):

## Khi bat dau vao ham ta néi dinh u dwoc thdm dén (discover), c6 nghia 12 tai thoi
diém d6, qua trinh tim kiém theo chiéu su bat d4u tir u sé xdy dung nhanh cay
DFS goc u.

#¢ Khi chuln bi thoat khéi ham dé 1ui vé , ta n6i dinh u dwoc duyét xong (finish),
c6 nghia 1a tai thoi diém dé, qua trinh tim kiém theo chiéu siu tir u két thuc.
Trong mo hinh duyét do thi bang DFS, mot bién dém Time dwoc dung dé€ xac dinh
thoi diém thim dén d[u] va thoi diém duyét xong f[u] ctia mbi dinh u. Thit tw thim
dén va duyét xong nay c6 y nghia rit quan trong trong nhiéu thuit toan cé ap dung
DFS, chiang han nhw cac thuat todn tim thanh phin lién thong manh, thuit toan sap

x€ép tb po...

B6 dé 24-1

Vé&i hai dinh phan biét u, v:

## Dinh v dwgc tham dén trong thoi gian tir d,, dén f,: d,, € [d,, f,,] néuva chinéu
v la hdu dué cta u trén cay DFS.

#* Pinh v dwoc duyét xong trong thoi gian tir d,, dén fy: f,, € [d,, f,, ] néu va chi
néu v 1a hu dué cta u trén ciy DFS.

Chitrng minh

Ban chit cda viéc dinh v dwgc tham dén (hay duyét xong) trong thoi gian tir dy,

dén £, chinh la ham DFSVisit(v) dwoc goi (hay thoat) khi ma ham DFSVisit(u)

da bat dau nhung chwa két thuc, nghia 1a ham DFSVisit(v) dwgc diy chuyén dé
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quy tir DFSVisit(u) goi téi. Pieu ndy chi ra rang v ndm trong nhanh DFS gdc u, hay

noi cach khac, v 1a hau dué cua u.
Hé qua
Véi hai dinh phan biét (u, v) thi hai doan [d,, f,,] va [d,, f,] hoac r&i nhau hoac
chtra nhau. Hai doan [d,, f,,] va [d,, f,] chtra nhau néu va chinéu u va v c6 quan hé
tién b6i-hau dué.
Chitrng minh
Dé th4y rang néu hai doan [dy, f;,] va [d,, f,] khong roi nhau thi hodc d, € [d,, f;]
hodc d, € [dy, f,], tic 1a hai dinh (u, v) c6 quan hé tién boi-hdu dué, 4p dung B6
dé 24-1, ta c6 DPPCM.
Bé dé 24-2
Véi hai dinh phén biétu # v ma (u, v) € E thi v phai dwoc tham dén trwédc khiu
dwoc duyét xong:

(wv)EE=>d,<fy,
Chirng minh
Pay 1a mot tinh chat quan trong cda thuit toan DFS. Hay dé y ham DFSVisit(u),
truedc khi thoat (duyét xong u), né sé quét tat ca cac dinh chwa tham néi tir u va
goi dé quy dé tham nhirng dinh do, tirc 1a néu (u, v) € E, v phai dwoc thim dén
trwedc khi u dwoc duyét xong: d,, < f,,.
Pinh Iy 24-3 (dinh Iy duong di tring)
DPinh v 1a hiu dué thuc sw cia dinh u trong mét cdy DFS néu va chi néu tai thoi
diém d,, ma thuit toan tham téi dinh u, ton tai mot dwong di tir u téi v ma ngoai
trir dinh u, tat ca cac dinh khac trén dwong di déu chwa dwoc tham.

Chitrng minh

« ”

=

Néu v 1a hdu dué cta u, ta xét dwong di tir u téi v doc trén cac cung trén ciy DFS.
T4t ca cac dinh w ndm sau u trén dudng di ndy déu 1a hau dué cta u, nén theo B8
dé 24-1,tac6 d, < d,,, tircla vao thoi diém d,, tt ca cac dinh w d6 déu chwa dwoc
tham

“ »

—
Néu tai thoi di€ém d,,, ton tai mot dwong di tir u téi v ma tat ca cac dinh khac u trén
duong di déu chwa dwoc thim, ta sé chirng minh rang moi dinh trén dwdng di nay
déu 12 hau dué cha u. That vay, gia st phan ching rang y 1a dinh diu tién trén
dwong di nay ma khong phai hiu dué cta u, tic 1a tén tai dinh x lién trudc y trén
dwong di 1a hdu dué cta u. Theo B6 dé 24-2, y phai dwoc thim trudc khi duyét
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xong x: dy, < fy; x laila hau dué ctia u nén theo Bo dé 24-1,tacé f, < f,, vay d, <
f..- Mt khéc theo gia thiét rang tai thoi diém d,, thi y chwa dugc tham, tiecla d, <
dy, két hop laita cé d,, < d, < f,, vay thiy la hau dué ctia u theo B6 dé 24-1, trai
v&i gia thiét phan chirng.

Tén goi “dinh ly dwong di trdng: white-path theorem” xu4t phat tir cach trinh bay
thuat toan DFS bang co ché t6 mau d6 thi: Ban dau cac dinh dwoc td6 mau trang,
moi khi thim dén mot dinh thi dinh d6 dwoc td6 mau xam va moi khi duyét xong
mot dinh thi dinh d6 dwoc t6 mau den: Dinh 1y khi d6 c6 thé phat biéu: Piéu kién
cin va du dé dinh v 1a hu dué thwc sw cta dinh u trong mot cay DFS 1a tai thoi
diém dinh u dwoc t6 mau xam, tén tai mot dwong di tir u téi v ma ngoai trir dinh
u, tit ca cac dinh khac trén duwong di déu c6 mau trang.

24.4. Thuat toan tim kiém theo chiéu rong
24.4.1. Y twéng

Thuc ra ta da biét vé thuat toan nay trong khi tim hiéu &ng dung cta cau trac dir
liéu hang doi (thuat toan loang). Tw twdng clia thuit toan tim kiém theo chiéu rong
(Breadth-First Search - BFS) la “lap lich” duyét cac dinh. Viéc tham mot dinh sé 1én
lich duyét cac dinh néi tir né sao cho thi tw duyét la wu tién chiéu réong (dinh nao
gan dinh xuit phat s hon sé dwoc duyét trwedc). Dau tién ta tham dinh s. Viéc tham
dinh s sé phat sinh th tw tham nhitng dinh uy, u4, ... néi tir s (nhitng dinh gan s
nhit). Tiép theo ta tham dinh u,, khi tham dinh u, sé lai phat sinh yéu ciu tham
nhitng dinh vy, vy, ... n6i tir uy. Nhuwng rd rang cac dinh v[.] nay “xa” s hon nhirng
dinh u[. ] nén ching chi dwoc tham khi tat ca nhirng dinh u/[. ] da tham. Ttc la th&
tw duyét dinh sé la: s, ug, uy, ..., vg, 4, ... (Hinh 24-3).

AN
U @ Thim trwdc tat ca cac dinh v[. |
N\
AN
@ @ Thim sau tat ca cac dinh u[. ]

Hinh 24-3. Thir tw tham dinh ctia BFS

Thuét todn tim kiém theo chiéu rong sit dung mét danh sach dé chira nhirng dinh
dang “ch¢” thdm. Tai mdi budc, ta thim mot dinh dau danh sach, loai n6 ra khoi
danh sach va cho nhirng dinh chwa “xép hang” ké vé&i n6é xép hang thém vao cudi
danh sach. Thuat toan s& két thuc khi danh sach réng. Vi nguyén tic vao trudcra

|
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trudc, danh siach chira nhitng dinh dang cho tham dwoc to chirc dwéi dang hang

doi (queue).

1 | Input » d6 thi G, dinh xuat phat s, dinh can dén t;

2 | Queue = {s};

3 | for (Yu e V)

4 avail[u] = true; //Céc dinh déu danh dau chua xép hang
5 | avail[s] = false; //Riéng dinh s dugc xép hang

6 | do //Lap chimg nao hang doi khac rong

7

8 u = Queue.front(); Queue.pop(); //Lay u khoi hang doi
9 for (¥v € adj[u]) //Duyét cac dinh v noi tir u

10 if (avail[v]) //Néu v chua xép hang

11 {

12 Queue.push(v); //Cho v xép hang trong hang doi
13 avail[v] = false;

14 trace[v] = u; //Luu vét: dinh lién trudc v trén duong di tr s t6i v 1a dinh u
15 }

16 | }

17 | while (Queue # 0);

18 | if (lavail[t]) //Ti s c6 duong tdi t

19 «Truy theo v&t tir t dé tim dudng di tir s toi t»;

24.4.2. Cai dit

BFS.cpp B Tim dwdng bang BFS

1 | #include <iostream>
2 | #include <vector»
3 | #include <queue>
4 | using namespace std;
5 | const int maxN = 1e6;
6
7 | int n, m, s, t, trace[maxN];
8 | bool avail[maxN];
9 | vector<int> adj[maxN];
10
11 | void Enter() //Nhap dir 1iéu
12 | {
13 cin >»> n > m> s > t;
14 while (m-- > @)
15
16 int u, v;
17 cin >> u » v; //Poc mdt canh (u, v)
18 adj[u].push_back (v); //Bua v vao danh sach ké cla u
19
20 |}
21
DSAP Textbook F‘Aﬁ'x
extboo
373
B

-



Phan VI
Cac thuat toan trén do thi

—
22 | void BFS() //Thuat toan tim kiém theo chiéu rong
23 | {
24 queue<int> Queue({s}); //Hang doi ban dau chi gom mot dinh s
25 fill (avail, avail + n, true); //Khoi tao cac dinh déu chua tham
26 avail[s] = false; //Riéng dinh s da tham
27 do
28 {
29 int u = Queue.front(); Queue.pop(); //Ldy u tir hang doi
30 cout << u<< ", "
31 for (int v: adj[u]) //Xét moi dinh v noi tiur u
32 if (avail[v]) //Néu v chua tham
33
34 trace[v] = u; //Luu vét duong di s> ..>u->v
35 Queue.push(v); //Pay v vao hang doi
36 avail[v] = false;
37
38 }
39 while (!Queue.empty());
40 | }
41
42 | void PrintPath() //In duong di
43
44 if (avail[t]) //t chua tham: khong co duong tir s toi t
45 cout << "There's no path from " << s << " to " << t << '"\n';
46 else
47 {
48 cout << "The path from " << s << " to " << t << ":\n";
49 for (int u = t; u !='s; u = trace[u]) //Truy vét ngugc tir t vé s
50 cout <« u << " <- "
51 cout << s << "\n";
52 }
53|}
54
55 | int main()
56 | {
57 Enter();
58 cout << "Reachable vertices from " << s << ":\n";
59 BFS(); //Thuat toan tim kiém theo chiéu rong
60 cout << "\n";
61 PrintPath();
62 | }

Twong tw nhw thudt toan tim kiém theo chiéu siu, ta cé thé dung mang
trace[0 ...n) kiém ludén chirc ndng danh dau.

24.4.3. Mot vai tinh chit cua BFS

# Cay BFS

Thuit todn BFS ludn tra vé duwong di qua it canh nhat trong sé tat ca cac dwong di
tlr s tdi t. Néu cac danh sach ké dwoc sap xép theo thit tw ting dan thi thult toan
BFS sé tra vé dwong di c6 thir ty tir dién nho nhat trong s6 nhirng dwong di qua it
canh nhit.

Quaé trinh tim kiém theo chiéu rong cho ta mét ciy BFS goc s. Quan hé cha-con trén
ciy dwoc dinh nghia la: néu tir dinh u téi tham dinh v (khi dinh u dwoc rat ra khoi
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hang dei thi v 1a mdt trong s6 nhirng dinh chwa tham noi tir u dwoc xét dén va day

vao hang doi) thi u la nat cha ctia nut v.

Hinh 24-4. Cay BFS

Hinh 24-4 13 @b thi v&i danh sach ké clia mdi dinh dwoc sdp x€p ting dan va cay
BFS twong (rng v&i dinh xult phat s = 0. Chi y rang ciu tric cha ciy BFS ciing phu
thudc vao thi tw trong cac danh sach ke.

# MO0 hinh duyét d6 thi theo BFS

Twong tw nhw thuit todn DFS, m6 hinh tong quat cta thuit todn BFS ciing dung dé
xac dinh mot th tw trén cac dinh cia do thi:

1 | void BFSVisit(s € V)

2| {

3 Queue = (s); //hang doi chi gom mot dinh s

4 d[s] = Time++; //d[s] = @, ciing 1la danh dau # -1

5 do

6 {

7 u = Queue.front(); Queue.pop(); //Lay u khoi hang doi

8 f[u] = Time++; //Ghi nhan thoi diém duyét xong u

9 Output « u; //Duyét xong dinh nao in ra ludn dinh do

10 for (vv € adj[u]) //duyét moi dinh v noi tiur u

11 if (d[v] == -1) //néu v chua tham

12

13 Queue.push(v);

14 d[v] = Time++; //Ghi nhan thoi diém tham dén u, cling 1a danh ddu d[v] # -1

15

16 }

17 while (Queue # 0);

18 | }

19

20 | Input » do thi G;

21 | for (Vu € V) //Cac dinh déu chua tham: d[.] = -1

22 d[u] = -1;

23 | Time = o;

24 | for (Yu € V) //Xét moi diém chua tham

25 if (d[u] == -1)

26 BFSVisit(u);

N FFKA\‘T
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% Thoi gian thwc hién giai thuat

Thoi gian thwe hién gidi thuat ctia BFS twong tw nhw d6i véi DFS, bang O(|V| + |E])
néu do thi dwoc biéu dién bang danh sach ké hodc danh sich lién thudc, bang
O(|V|?) néu dd thi duoc biéu dién bang ma tran ké, va bang ©(|V||E|) néu do thi
duwoc biéu dién bang danh sach canh.

# Thi tw tham dén va duyét xong

Trong md hinh duyét d6 thi bing BFS, nguwoi ta cling quan tAm téi thit tw thim dén
va duyét xong: Khi mot dinh dwoc ddy vao hang doi, ta néi dinh d6 dwoc tham dén
(dwoc tham) va khi mot dinh dwoc 14y ra khoi hang doi, ta n6i dinh dé dwoc duyét
xong. Cu thé 13, mdi dinh u sé twong tng véi thoi diém thim dén d,, va thoi diém
duyét xong f,,.

Bay gio ta thir stra d6i mo hinh cai dat: thay co ché ddnh diu thim dén/chwa tham
dén bang duyét xong/chwa duyét xong:

1 | void BFSVisit(s € V)

2

3 Queue = (s); //hang doi chi gom mot dinh s

4 d[s] = Time++; //Ghi nhan thoi diém tham tdi s

5 do

6 {

7 u = Queue.front(); Queue.pop(); //Lay u khoi hang doi

8 if (f[u] != -1) //u da duyét xong, bo qua

9 f[u] = Time++; //Ghi nhan thoi diém duyét xong u, ciing 13 danh ddu # -1
10 Output « u; //Duyét xong dinh nao in ra ludn dinh do
11 for (vv € adj[u]) //duyét moi dinh v noi tir u
12 if (f[v] == -1) //néu v chua duyét xong
13
14 Queue.push(v);
15 d[v] = Time++; //Ghi nhan thoi diém tham dén u
16
17
18 while (Queue # @);
19
20
21 | Input » d6 thi G;
22 | for (Vu € V) //Cac dinh déu chua duyét xong: f[.] = -1
23 flul] = -1;
24 | Time = 0;
25 | for (Vu € V) //Xét moi diém chua duyét xong
26 if (f[u] == -1)
27 BFSVisit(u);
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Thi tw cac dinh dwgc in ra khdng thay doi, tuy nhién cé sy thay doi trong quy trinh

Xt ly:

£ (O cach cai dit dung co ché danh diu tham/chwa tham, mdi dinh dwoc ddy vao
hang doi ding mot lan va bi 1dy ra ding mét lan

£ (¥ cach cai dit dung co ché duyét xong/chwa duyét xong, ngoai trir dinh géc ctia
cac cay BFS bi ddy vao hang doi mot 1an va 14y ra dung mot Ian, méi dinh v
khong phai gbc ctia cdy BFS cé thé bi didy vao hang dgi nhiéu lan (t6i da
deg~(v)) lan, hang dogi c6 thé cé thoi diém phai chiva nhiéu hon n dinh (tuy
nhién kich thwéc hang doi khong bao gior virot qua m).

biéu dac biét l1a trong mo hinh cai dat dung co ché danh diu duyét xong/chwa

duyét xong, néu ta:

#* Thay ciu tric hang dgi b&i ciu tric ngin xép

# Lat ngwoc thi tw dinh trong cac danh sach ké

khi d6 thuat todn sé in ra cac dinh theo thit tw duyét dinh DFS. Pay chinh la phwong

phap khir dé quy cia DFS dé cai dat thuét toan trén cac ngon ngir khong cho phép

dé quy.

Bai tap 24-1

Viét chwong trinh cai dat thuat toan DFS khong dé quy.

Bai tap 24-2

Xét do thi c6 hwéng ¢ = (V, E), dung thuit toan DFS duyét d6 thi G. Cho mét phan
vi du dé chirng minh gia thuyét sau la sai: Néu tir dinh u c6 dwong di téi dinh v va
u dwoc thim dén trwdc v, thi v nam trong nhanh DFS gbc u.

Bai tap 24-3

Cho d6 thi vé hwéng G = (V, E), tim thuat todn O(]V|) dé phat hién mot chu trinh
don trong G.

Bai tap 24-4

Cho do thi c6 huéng G = (V,E) c6 n dinh, va mdi dinh i dwoc gdn mot nhan 13 s6
nguyén a;, tip cung E cta d6 thi dwoc dinh nghia la (u,v) € E © aq, = a,. Gid s
rang thuat toan DFS dwgc sir dung dé duyét do thi, hay khao sat tinh chAt ctia day
cac nhan néu ta xép cac dinh theo thi ty tir dinh duyét xong dau tién dén dinh
duyét xong sau cung.

Bai tap 24-5

Mé cung hinh chit nhat kich thwéc m x n gém cac 6 vudng don vi. Trén mbi 6 ghi
mot trong ba ky tu:

£ 0: Néu 6 d6 an toan
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# X: Néu 6 d6 c6 cam bay

#* E: Néula 6 c6 mot nha tham hiém dang ding.

Duy nhat chi c¢6 1 6 ghi chit E. Nha tham hiém c6 thé tir mo6t 6 di sang mot trong so6
cac 6 chung canh véi 6 dang dirng. Mot cach di thoat khéi mé cung la mot hanh
trinh di qua cic 6 an toan ra mot 6 bién. Hay chi gitip cho nha thadm hiém mot hanh
trinh thoat ra khoi mé cung di qua it 6 nhit. Yéu cau thuit toan c6 do phirc tap
O(mn).
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